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第一章 极限与连续

考点 1.幂函数基本公式

（1） m n m nx x x   （2）
m

m n
n

x x
x

 （3）
m

n m nx x （4）
1m
mx
x

 

考点 2.三角函数公式

（1）三角函数恒等式

① 2 2sin cos 1x x  ② 2 2tan sec 1x x 

③ 2 2cot csc 1x x  ④ tan cot 1x x 

⑤ sec cos 1x x  ⑥ csc sin 1x x 

⑦
sintan
cos

xx
x

 ⑧
coscot
sin

xx
x



（2）倍角公式与半角公式

① sin 2 2sin cosx x x  ② 2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x     

③ 2

2 tantan 2
1 tan

xx
x




④
2cot 1cot 2

2cot
xx
x




⑤ 2 1 coscos
2 2
x x
 ⑥ 2 1 cossin

2 2
x x
 ⑦ 2 1 costan

2 1 cos
x x

x





考点 3.反三角函数基本关系式

① arcsin( ) arcsin ( 1 1)x x x      ② arccos( ) arccos ( 1 1)x x x     

③ arctan( ) arctanx x   ④ arccot( ) arccotx x  

⑤ arcsin arccos ( 1 1)
2

x x x
     ⑥ arctan arccot

2
x x 
  ⑦

1arctan arccot ( 0)x x
x

 

考点 4.常见角度三角函数表
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考点 5.函数的定义：
设 x和 y是两个变量，D是一个给定数集，如果当 x在D中任意取定一个值时，通过一定的对应法则 f ，变量 y 总有

确定的数值与 x对应，则称 y 是 x的函数。记作 )(xfy  。数集D称为函数 )(xfy  的定义域。

考点 6.常见函数的定义域

（1）
1 , : 0y D x
x

  （2） 2 , : 0ny x D x  （3） log , : 0ay x D x 

（4） tan , :
2

y x D x k    （5） cot , :y x D x k  （6）  arcsin
, : 1,1

arccos
y x

D x
y x


  

考点 7.反函数

（1）定义：一般的，给定 y 是 x的函数 )(xfy  ，如果把 y当做自变量， x当做函数，则由关系式 )(xfy  所确定

的函数 )(1 yfx  叫做 )(xf 的反函数.习惯上记为 )(1 xfy  。

注：反函数求解步骤：直接函数   x解出 以 y 为自变量的反函数   yx和调换 反函数

考点 8.基本初等函数的分类

（1）幂函数： uxy  ，（u为常数）a

（2）指数函数： xy a ，（a是常数且 a＞0、a ≠1）

（3）对数函数： xy alog ，（a是常数且 a＞0、a ≠1）
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（4）三角函数：

①正弦函数 xy sin ，定义域为 ( , )  ，值域为[ 1,1] ，奇函数，周期为 2

②余弦函数 xy cos ，定义域 ( , )  ，值域为[ 1,1] ，偶函数，周期为 2

③正切函数 xy tan ，定义域为{ | , }
2

x x k k z   ，值域为 ( , )  ，奇函数，周期为

④余切函数 xy cot ，定义域为{ | , }x x k k z  ，值域为 ( , )  ，奇函数，周期为

⑤正割函数 xy sec =
xcos

1
，定义域为{ | , }

2
x x k k z   ，值域为 ( , 1] [1, )    ，偶函数，周期为 2

⑥余割函数 xy csc
xsin

1
 ，定义域为{ | , }x x k k z  ，值域为 ( , 1] [1, )    ，奇函数，周期为 2

（5）反三角函数：

①反正弦函数： xy arcsin ，定义域为[ 1,1] ，值域为[ , ]
2 2
 

 ，奇函数
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②反余弦函数： xy arccos ，定义域为[ 1,1] ，值域为[0, ]

③反正切函数： xy arctan ，定义域为 ( , )  ，值域为 ( , )
2 2
 

 ，奇函数

④反余切函数 xarcy cot ，定义域为 ( , )  ，值域为 (0, )

考点 9.数列的极限

（1）定义：若对于任意的 0 ，存在 0N 时，有  Aan ，称 A为数列 na 的极限，记为 Aann



lim 。

（2）数列极限的有界性：如果数列 na 收敛，则 na 为有界数列。

（3）收敛数列与其子数列间的关系：如果数列 na 收敛于 A，那么它的任何一个子数列也收敛，其极限也为 A。

注：单调有界数列必收敛

考点 10.函数的极限
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1.当 0xx 时 )(xf 的极限： Axf
xx




)(lim
0

左极限： Axf
xx




)(lim
0

右极限： Axf
xx




)(lim
0

定理：函数在某一点极限存在的充要条件：左右极限存在且相等。

AxfxfAxf
xxxxxx


 

)(lim)(lim)(lim
000

2.极限的运算法则

若 BxgAxf  )(lim,)(lim ，那么：

（1）   B)(lim)(lim)()(lim  Axgxfxgxf ; （2）   BAxgxfxgxf  )(lim)(lim)()(lim ;

（3）又 0B ，则 B
A

xg
xf

xg
xf


)(lim
)(lim

)(
)(lim . （4） kAxfkxkf  )(lim)(lim

3.两个重要极限

（1）第一个重要极限：

1sinlim
0


 x

x
x

， 1
)(
)(sinlim

0)(


 x
x

x 



。

（2）第二个重要极限：

e
x

x

x



)11(lim ， ex x

x




1

0
)1(lim ， ex x

x




)(
1

0)(
))(1(lim 


 。

考点 11.无穷小量与无穷大量

（1）定义：

无穷小量：当函数在 )(0  xxx 或 时极限为零，即 0)(lim
0




xf
xx （或 0)(lim 


xf

x ），那么称函数 )(xf 为当

)(0  xxx 或 时的无穷小。

无穷大量：如果当 0x （或 x ）时，函数 )(xf 的绝对值无限增大，则称 )(xf 为当 0x （或 x ）时的

无穷大量，记为 


)(lim
0

xf
xx （或   


xf

x
lim ）

（2）无穷小的比较：

设 0lim,0lim  
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①若 0lim 



，则称  是比 较高阶的无穷小量，记为 )( o ；

②若 c

lim （c 0 为常数），则称  与 是同阶的无穷小量；

③若 1lim 



，则称  与 是等价的无穷小量，记作：  ～ ；

④若 

lim ，则称  是比 较低阶的无穷小量。

（3）无穷小与极限的关系

)()()(lim
0

xAxfAxf
xx


 .其中 0)(lim

0




x
xx


（4）常用的等价无穷小量：

2
~sintan

3
~tan

6
~sin)4(

ln~1~1)1()3(
2

~cos1
2

~cos1)2(

1~)1ln(~arctan~arcsin~tan~sin~)1(
0

333

2
2

xxxxxxxxx

axaaxx

xaxxx

exxxxxx
x

xa

a

x











考点 12.求极限常用方法

1.消零因子法（适用于 0xx 时， ”型“
0
0

）；

2.抓大头法（适用于 n 或 x 时， ”型“



）；

0

01
0 1 1

1
0 1 1

+ + 0
+ +lim

n n
n n

m m
x m m

a m n
b

a x a x a x a m n
b x b x b x b

m n





 

 
      


…

…

3.有理化法（适用于带有根式的极限问题）；

4.通分法（适用于 ”“  型）；

5.运用两个重要极限；

6.无穷小量的性质（两个无穷小量的积为无穷小量，无穷小量与有界变量的乘积为无穷小量）；

7.等价无穷小量代换法；
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8.利用极限存在的充要条件求分段函数在分段点的极限；

9.洛必达法则。

考点 13.夹逼准则

设在 0x 的某个去心邻域内，恒有 )()()( xhxfxg  ， Axhxg
xxxx




)(lim)(lim
00

。则当 0xx 时 )(xf 极限存在，且

Axf
xx




)(lim
0

考点 14.连续

1.连续的定义：若 )()(lim 0
0

xfxf
xx


 ，则称 )(xf 在 0x 点连续。

2.连续的充要条件： )()(lim)(lim)()(lim 00
000

xfxfxfxfxf
xxxxxx


 

3.初等函数在定义域内连续。

4.左右连续

)()(lim 0
0

xfxf
xx


 ，则称 )(xf 在 0x 点右连续 )()(lim 0

0

xfxf
xx


 ，则称 )(xf 在 0x 点左连续

考点 15.间断

1.间断点的分类

（1）第一类间断点（左右极限都存在）



















)(lim)(lim

)(lim)(lim

00

00

xfxf

xfxf

xxxx

xxxx

跳跃间断点：

可去间断点：

（2）第二类间断点（左右极限至少有一个不存在）





无穷间断点：至少有一个极限为无穷

振荡间断点：至少有一个极限不存在

第二章 一元函数微分学

考点 16.导数的定义：

x
xfxxfxf

x 





)()(lim)( 00

00 或
0

0
0

)()(lim)(
0 xx

xfxfxf
xx 






①左导数
x

xfxxfxf
x 







)()(lim)( 00

00

②右导数
x

xfxxfxf
x 







)()(lim)( 00

00
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考点 17.导数的几何意义：

曲线在点 ))(,( 00 xfxM 处切线的斜率。

特别地，若 0)( 0  xf ，则曲线 )(xfy  在点 ))(,( 00 xfxM 处切线平行于 x轴；

若  )( 0xf ，则曲线 )(xfy  在点 ))(,( 00 xfxM 处切线垂直于 x轴，切线方程为 0xx  ；

函数 )(xfy  在 ),( 00 yxM 的

切线方程为： ))(( 000 xxxfyy 

法线方程为： )0)()((
)(

1
00

0
0 


 xfxx

xf
yy

考点 18.求导公式

（1） 0)( C （2） 1)(   xx ，

（3） xx cos)(sin  （4） xx sin)(cos 

（5） xx 2sec)(tan  （6） xx 2csc)(cot 

（7） xxx tansec)(sec  （8） xxx cotcsc)(csc 

（9） aaa xx ln)(  （10） xx ee )(

（11）
ax

xa ln
1)(log  （12）

x
x 1)(ln 

（13） 21
1)(arcsin
x

x


 （14） 21
1)(arccos
x

x




（15） 21
1)(arctan
x

x


 （16） 21
1)cot(
x

xarc




考点 19.函数的和、差、积、商的求导法则

设 )(xuu  ， )(xvv  都可导，则：
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（1） vuvu  )( （2） CuCCu ()(  为常数）

（3） vuvuuv )( （4） )0(2 








 v

v
vuvu

v
u

考点 20.复合函数求导法则

设 )(ufy  ，而 )(xgu  且 )(uf 及 )(xg 都可导，则复合函数 )]([ xgfy  的导数为： )()()( xgufxy 

考点 21.对数求导

对数求导适用于幂指函数 )()( xvxuy  和某些用连乘连除或乘方开方表示的函数。应先对等式两边取对数，然后用隐函

数求导方法求其导数。

考点 22.参数方程求导

设







)(
)(
ty
tx




，则 )(
)(1
t
t

dt
dxdt

dy
dx
dt

dt
dy

dx
dy







，

2

2

1( )d y d dy
dxdx dt dx
dt

 

考点 23.高阶求导

)(xfy  为 )(xfy  的一阶导数。把 )(xfy  的导数叫做函数 )(xfy  的二阶导数，记作 y  或
2

2

dx
yd ，类似的，

二阶导数的导数叫做三阶导数。一般地，把 )(xfy  的 )1( n 阶导数 )1( ny 的导数叫做 )(xfy  的 n阶导数，记为 )(ny

或
n

n

dx
yd 。二阶及二阶以上导数统称为高阶导数。

考点 24.微分

函数 )(xf 可微分的充要条件是：函数 )(xf 可导，且 dxxfdy )(

考点 25.可导、可微与连续三者之间的关系

)(xf 点 0x 可导 )(xf 在点 0x 可微 )(xf 点 0x 连续

即：可导必连续，连续不一定可导

考点 26.洛必达法则的应用

设 0( )x x  时，满足一下三个条件：

①函数 )(xf ， ( )g x 均为无穷小量（或均为无穷大量）；
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②在点 0x 的某个去心邻域内（或 x M ）， ' ( )f x 与 '( )g x 都存在且 '( ) 0g x 

③
0

'

'

( )

( )
( )lim

x x
x

f x
g x



存在

则：
0 0

0 0( ) ( )'0 0

'

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )lim lim

x x x x
x x

f x f x
g x g x

 
 

 
 

 
或 或

……

注：其中洛必达法则适用于 00 ,1,0,,0,,
0
0



  求极限。

考点 27.函数的单调性

设函数 )(xfy  在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 上可导。

（1）如果在 ),( ba 内 0)(  xf ，那么函数 )(xfy  在 ],[ ba 内单调增加；

（2）如果在 ),( ba 内 0)(  xf ，那么函数 )(xfy  在 ],[ ba 内单调减少

考点 28.函数的极值：

（1）极值的定义：

设 )(xf 在 ),( ba 内有定义， 0x 是 ),( ba 内的一点；若对于 0x 的某个邻域内的任意点 0xx  ，都有：

)]()()[()( 00 xfxfxfxf  或 则称 )( 0xf 是 )(xf 的一个极大值（或极小值），称 0x 为 )(xf 的极大值点（或极小

值点）。

（2）驻点的定义：若 0)( 0  xf ，则称 0x 为 )(xf 的驻点。

（3）极值存在的必要条件：设函数 )(xf 在 0x 处可导，且在 0x 取得极值，那么 0)( 0  xf

（4）极值存在的充分条件：

定理 1（第一充分条件）：设函数 )(xf 在 0x 处连续，且在 0x 的某去心邻域内可导。

①当 x渐增通过 0x 时， )(xf  由（+）变（-）；则 )( 0xf 为极大值；

②当 x渐增通过 0x 时， )(xf  由（-）变（+）；则 )( 0xf 为极小值。

定理 2（第二充分条件）：设函数 )(xf 在点 0x 处具有二阶导数，且 0)(,0)( 00  xfxf 。

①若 0)( 0  xf ，则 )( 0xf 为极大值；

②若 0)( 0  xf ，则 )( 0xf 为极小值。
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考点 29.凹凸区间和拐点的应用

（1）曲线的凹凸性及拐点：

①若  baxxf ,,0)(  ；则 )(xf 在 ),( ba 内是凹的（下凸），（∪）；

②若  baxxf ,,0)(  ；则 )(xf 在 ),( ba 内是凸的（上凸），（∩）；

（2）凹凸性改变的点称为拐点。

考点 30.渐近线方程

（1）水平渐近线：若
bxf

x
x





)(lim
)(

，则曲线 )(xfy  有水平渐近线 by  ；

（2）垂直渐近线：









)(lim
)( 0

0

xf
xx
xx ，则曲线 )(xfy  有垂直渐近线 0xx  ；

（3）斜渐近线：若 ，， ])([lim0)(lim kxxfbk
x
xf

xx



则 b kxy 为 )(xfy  的斜渐近线。

第三章 一元函数积分学

考点 31.不定积分的概念和性质

（1）若 )()( xfxF  ，则 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则   CxFdxxf )()(

（2）     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

（3）   dxxfkdxxkf )()(

（4） )(])([ xfdxxf
dx
d

 或 dxxfdxxfd )(])([ 

（5）   CxFdxxF )()( 或   CxFxdF )()(

考点 32.基本积分公式

（1）   Ckxkdx （2）  





)1(
1

1





 Cxdxx

（3） Cxdx
x

 21
（4） C

x
dx

x


11
2

（5） Cxdx
x

 ln1
（6） Cx

x
dx


 arctan

1 2
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（7） Cx
x

dx



 arcsin

1 2 （8）   Cxxdx sincos

（9）   Cxxdx cossin （10）   Cedxe xx

（11） C
a

adxa
x

x  ln

考点 33.不定积分的方法

（1）第一换元积分法（凑微分法）

 dxxg )(   duufuxxdxfdxxxf )()()()]([)()]([  凑拆

CxFxuCuF  )]([)()( 

（2）第二换元积分法






0)(
)()(

t
txdxxf


令 CxFxtCtFdtttf   )]([)()()()]([ 11 

（3）分部积分

  vduuvudv -----分部积分公式

考点 34.定积分的定义







n

i
ii

b

a
xfdxxf

10
)(lim)( 



定理 1 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积。

定理 2 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有界，且只有有限个间断点，则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积。

2.定积分的性质

设 ( )f x ， ( )g x 在区间[ , ]a b 上可积，则

（1）  
a

a
dxxf 0)(

（2）  
b

a

a

b
dxxfdxxf )()(

（3） abdx
b

a
 1

（4）  
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(
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（5）   
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

（6）   
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf )()()(

考点 35.牛顿——莱布尼茨公式：

若 )(xF 是连续函数 )(xf 在 ],[ ba 上的一个原函数，则 )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a


考点 36.变上限函数求导

如果函数 ( )f x 连续，则 ( ) ( )
x

a
f t dt a x b  是上限 x的可导函数，且有 ( ) ( )

x

a

d f t dt f x
dx


若 ( )x ， ( )x 均可导，则变上限函数的求导公式：

（1） )()( xfdttf
dx
d x

a


（2）  
a

x
xfdttf

dx
d )()(

（3） )()]([)(
)(

xxfdttf
dx
d x

a





（4） )()]([)()]([)(
)(

)(
xxfxxfdttf

dx
d x

x







考点 37.积分计算总结公式

（1）定积分对称区间内，偶倍奇零

设 ( )f x 在[ , ]a a 上连续，则

0

0 ( )
( )

2 ( ) ( )
a

a
a

f x
f x dx

f x dx f x

 


 

为奇函数

为偶函数

（2） 2 2 2

0

1
4

a
a x dx a 

考点 38.定积分的换元法和分部积分法

（1）定积分的换元法

设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，令 )(tx  ，如果

① )(t 在 ],[  上连续，当 ],[ t 时， )(t 的值不超出 ],[ ba 并且有连续的导函数，

② ba  )(,)(  则有   
b

a
dtttfdxxf




 )()]([)(
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（2）定积分的分部积分法

设函数 )()( xvxu 、 在 ],[ ba 上有连续导数，则：  
b

a

b

a

b

a
udvuvdxvu ][

考点 39.反常积分的概念和计算

（1）无限区间的反常积分

如果极限  


b

ab
abdxxf )()(lim 存在，则称此极限值为函数 )(xf 在无限区间 ),[ a 上的广义积分。记作 



a
dxxf )( ，

即： 





b

aa b
xfdxxf )(lim)(

此时称广义积分 


a
dxxf )( 收敛.如果 

b

ab
dxxf )(lim 不存在，则称广义积分 



a
dxxf )( 发散。

若 )()( xfxF  ，则：

① 
  
a axFdxxf )()( )(lim xF

x 
)(aF

② )(lim)()()( xFbFxFdxxf
b

x

b   

③ )(lim)(lim)()( xFxFxFdxxf
xx 






 

（2）无界函数的反常积分

设函数 )(xf 在区间 ],( ba 上连续。而 


)(lim xf
ax ，称 a为 )(xf 的瑕点。

如果极限 

b

tat
dxxf )(lim 存在，则称此极限值为函数 )(xf 在区间 ),[ ba 上的反常积分。记作 

b

a
dxxf )( ，即

 


b

t

b

a at
xfdxxf )(lim)(

此时称反常积分 
b

a
dxxf )( 收敛。如果上述极限不存在，则称反常积分 

b

a
dxxf )( 发散。

类似的，若b为瑕点，则  


t

a

b

a bt
xfdxxf )(lim)( ；

反常积分 
b

a
dxxf )( 收敛的含义是 

c

a
dxxf )( 与 

b

c
dxxf )( 同时收敛。

若 )()( xfxF  ，则

（1）若 a为瑕点，   

b

a

b
axFdxxf )()( )(lim)( xFbF

ax 
 ;

（2）若b为瑕点， )()(lim)()( aFxFxFdxxf
bx

b

a

b
a 





 .

（3）若 c为瑕点，   
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf )()()(

= ( )
c

F x
a
+ ( )

b
F x

c
= lim ( ) ( )
x c

F x F a


 + ( ) lim ( )
x c

F b F x



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考点 40.平面图形的面积

①直角坐标下：设区域 D 是由 )(),( xgyxfy  以及直线 bxax  , 所围成，则平面图形 D 面积

dxxgxfS
b

a  )()( 。

考点 41.旋转体体积

①直角坐标下：设曲线是由 )(0)()( bxaxfxfy  ，且 ，则

绕 x轴旋转的体积： dxxfV
b

ax  )(2

绕 y轴旋转的体积： dxxxfV
b

ay  )(2

第四章 多元函数微积分学

考点 42.向量的运算

（1）向量积和数量积

设 ),,( zyx aaaa  ， ),,( zyx bbbb 

①加减 ),,( zzyyxx babababa 

②数乘 ),,( zyx aaaa  

③数量积 cosbaba 

zzyyxx babababa 

④向量积








bcac

bac
cba

,
sin

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba 

考点 43.向量关系

（1）
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

baba  0//

（2） 00  zzyyxx bababababa

考点 44.平面方程

（1）平面的基本方程：
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①点法式： 0)()()( 000  zzCyyBxxA

法向量 ),,( CBAn 

②一般式： 0 DCzByAx

③截距式： )0(1  abc
c
z

b
y

a
x

（2）平面与平面的位置关系

平面 1 01111  DzCyBxA

),,( 1111 CBAn 

平面 2 02222  DzCyBxA

),,( 2222 CBAn 

①垂直 00 2121212121  CCBBAAnn

②平行  21 //
2

1

2

1

2

1
21 0

C
C

B
B

A
Ann 

考点 45.直线方程

（1）空间直线方程

①点向式方程：
p
zz

n
yy

m
xx 000 







},,{ pnms  为方向向量， ),,( 000 zyx 为直线上的一点。

②一般式方程：






0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

③参数式方程：












ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

（2）直线与直线的位置关系

直线 1L ：
1

1

1

1

1

1

p
zz

n
yy

m
xx 







),,( 1111 pnms 
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直线 2L ：
2

2

2

2

2

2

p
zz

n
yy

m
xx 







),,( 2222 pnms 

①垂直： 00 2121212121  ppnnmmssLL

②平行：
2

1

2

1

2

1
2121 0//

p
p

n
n

m
mssLL 

（3）直线与平面的位置关系

直线 L ：
p
zz

n
yy

m
xx 000 







),,( pnms 

平面： 0 DCzByAx

),,( CBAn 

①垂直：
C
p

B
n

A
mnsL  0

②平行： 00//  pCnBmAnsL

考点 46.二元函数的概念

定义 设D是 2R 上的一个非空子集，称映射 :f D R 为定义在D上的二元函数，通常记为 ( , ), ( , )z f x y x y D  。

其中点集D称为该函数的定义域。 ,x y称为自变量， z称为因变量。

考点 47.偏导数的定义

（1）一阶偏导数

定义 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 的某一领域内有定义，当 y 固定在 0y ，而 x在 0x 处有增量 x 时，相应的函数

有增量 0 0 0 0( , ) ( , )f x x y f x y   。

如果 0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x 

  


存在，则称此极限为函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处对 x的偏导数，记为
0
0

x x
y y

z
x 




 ；

或 0 0( , )xf x y 。

类似的，函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处对 y 的偏导数定义为 0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
y

f x y y f x y
y 

  


，记作
0
0

x x
y y

z
y 




 或
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0 0( , )yf x y 。

如果 ( , )z f x y 在区域 D内每一点 ( , )x y 处对 x的偏导数都存在，那么这个偏导数就是 x的偏导函数，它就称为

( , )z f x y 对 x的偏导函数，记为
z
x



，或 ( , )xf x y 。

类似的，定义 ( , )z f x y 对 y 的偏导函数，记为
z
y



，或 ( , )yf x y 。






偏导数存在

函数连续
函数可微偏导数连续

（2）二阶偏导数

定义 设函数 ( , )z f x y 在区域D内具有偏导数 ( , ), ( , )x y
z zf x y f x y
x y
 

 
 

，如果这两个函数的偏导数也存在，则

称它们是函数 ( , )z f x y 的二阶偏导数，按照对变量的求导次序的不同，有下列四个二阶偏导数：

2

2 ( )z z
x x x
  


  

；
2

( )z z
x y y x
  


   

;

2

( )z z
y x x y
  


   

；
2

2 ( )z z
y y y
  


  

;

（3）隐函数的导数

①设由方程 ( , ) 0F x y  确定的函数 ( )y f x 在点 x处有 0yF  ，则有 x

y

Fdy
dx F

 

②设由方程 ( , , ) 0F x y z  确定函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处有 0zF  ，则有 x

z

Fz
x F


 


； y

z

Fz
y F


 


考点 48.二元函数的全微分

函数 ( , )z f x y 的全微分为
z zdz dx dy
x y
 

 
 

考点 49.二元函数的极值（无条件极值）

定义 设函数 ( , )z f x y 的定义域为D， 0 0 0( , )P x y 为D的内点。

若存在 0P 的某个邻域 0( )U P D ，使得对于该邻域内异于 0P 的任何点 ( , )x y ，都有 0 0( , ) ( , )f x y f x y ，则称函数

( , )f x y 在点 0 0( , )x y 有极大值 0 0( , )f x y ，点 0 0( , )x y 称为函数 ( , )f x y 的极大值点；

若对于该邻域内异于 0P 的任何点 ( , )x y ，都有 0 0( , ) ( , )f x y f x y ，则称函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 有极小值 0 0( , )f x y ，
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点 0 0( , )x y 称为函数 ( , )f x y 的极小值点。极大值、极小值统称为极值。使得函数取得极值的点称为极值点。

定理 1（必要条件） 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 具有偏导数，且在点 0 0( , )x y 处有极值，则有 0 0( , ) 0xf x y  ，

0 0( , ) 0yf x y  使 0 0( , ) 0xf x y  ， 0 0( , ) 0yf x y  同时成立的点 0 0( , )x y 叫 ( , )z f x y 驻点。

定理 2（充分条件） 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 的某邻域内连续且具有一阶及二阶偏导连续，又 0 0( , ) 0xf x y  ，

0 0( , ) 0yf x y  ，令 0 0( , )xxf x y A ， 0 0( , )xyf x y B ， 0 0( , )yyf x y C ，

则 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 处取得极值的条件如下：

（1） 02  ACB 时具有极值，且当 0A  时有极大值，当 0A  时有极小值；

（2） 02  ACB 时没有极值；

（3） 2 0AC B  时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论。

考点 50.有条件极值

（1）一个条件的极值

求 ),( yxfz  在条件 0),( yx 下的极值

构造拉格朗日函数 ),(),(),,( yxyxfyxF   ，然后分别对 ,, yx 求偏导数，构造下列方程组













0),(
0),(),(
0),(),(

'

'''

'''

yxF
yxyxfF
yxyxfF

yyy

xxx







解出 ),( yx 的值，带入 ),( yxf 中即可。

（2）两个条件的极值

求 ),,( zyxfu  在条件 0),,(1 zyx 和 0),,(2 zyx 下的极值

构造拉格朗日函数 ),,(),,(),,(),,,,( 21 zyxzyxzyxfzyxF   ，然后分别对 ,,,, zyx 求偏导数，构造

下列方程组





















0),,(
0),,(

0),,(),,(),,(
0),,(),,(),,(
0),,(),,(),,(

2
'

1
'

'
2

'
1

''

'
2

'
1

''

'
2

'
1

''

zyxF
zyxF

zyxzyxzyxfF
zyxzyxzyxfF
zyxzyxzyxfF

zzzz

yyyy

xxxx











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解出 ),,( zyx 的值，带入 ),,( zyxf 中即可。

考点 51.复合函数微分法

设函数 ),( vufz  可微， ),(),,( yxvvyxuu  具有一阶偏导数，并且它们可以构成 z关于 ),( yx 在某区域D内的复

合函数，则在D内有复合函数求导法则

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z




















　
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z




















　

考点 52.二重积分的概念和性质

（1）二重积分的定义

0 1
( , ) lim ( , )

n

i i i
iD

f x y d f


   




 

几何意义：当连续函数 0),(  yxfz 时，二重积分 dyxf
D
 ),( 表示曲顶柱体的体积。

（2）二重积分的性质

① ( , ) ( , )
D D

kf x y d k f x y d   （ k 为常数）

② [ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
D D D

f x y g x y d f x y d g x y d      

③
1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y d f x y d f x y d     

其中 1 2D D D  ，除公共边界外， 1D 与 2D 不重叠。

考点 53.直角坐标系下的二重积分

X 型







bxa

xyx
D

)()(
: 21 

  
D

b

a

x

x
dyyxfdxdxdyyxf

)(

)(

2

1
),(),(




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Y 型







dyc

yxy
D

)()(
: 21 

  
D

d

c

y

y
dxyxfdydxdyyxf

)(

)(

2

1
),(),(





注意：二重积分的奇偶对称性

①若积分区域关于 X轴对称，被积函数是关于 y的奇函数，则二重积分为 0

②若积分区域关于 Y轴对称，被积函数是关于 x的奇函数，则二重积分为 0

考点 54.极坐标系下的二重积分

设








 )()(
: 21 r

D ，则

( , ) ( cos , sin )
D D

f x y d f r r rdrd     ( )

( )
( cos , sin )d f r r rdr

  

  
    

第五章 无穷级数

考点 55.常数项级数的概念

定义 给定一个数列 1 2 3, , nu u u u… …，将各项依次相加，简记为


1n
nu ，即 1 2

1
n n

n
u u u u





    … …称上式为无穷级数，

其中第 n项 nu 叫做级数的一般项，级数的前 n项和。

  ,3,2,1321
1




nuuuuuS n

n

k
kn ，称为级数的部分和。

若 SS nn



lim ，则称级数



1n
nu 是收敛的，并称 S 为级数的和，记以 Su

n
n 



1
。

若 nn
S


lim 不存在，则称级数



1n
nu 是发散的。

考点 56.几种特殊级数的敛散性
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（1）等比级数


0n

naq








级数发散

级数收敛

1
1

q
q

（2） p 级数










 级数发散

级数收敛

1
1

)0(1
1 p

p
p

nn
P

（3）调和级数


1

1
n n

发散

考点 57.无穷级数的基本性质

性质 1 如果


1n
nu 收敛于 S ，则



1n
nCu 也收敛，其和为CS 。

性质 2 设有两个收敛级数 Su
n

n 


1
，






1n

nv  ，则级数  





1n

nn vu 也收敛，其和为 S 。

性质 3 在级数前面加上或去掉有限项，不会改变级数的收敛性。

性质 4 收敛级数加括号所得到的新级数仍收敛于原级数的和。

性质 5（级数收敛的必要条件） 如果级数
1

n
n
u




 收敛，则它的一般项 nu 趋近于零，即 lim 0nn

u


 。

考点 58.正项级数审敛法

（1）比值判别法（达朗贝尔判别法）

设


1n
nu 为正项级数，且 


n

n

n u
u 1lim ，则

①当 1 时，则


1n
nu 收敛。

②当 1 （包括  ）时，则


1n
nu 发散。

③当 1 时，此判别法无效。

（注：如果
n

n

n u
u 1lim 


不存在时，此判别法也无法用。）

（2）正项级数的比较判别法

比较审敛法的极限形式：设


1n
nu 和



1n
nv 都是正项级数，
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①如果 )0(lim 


ll
v
u

n

n

n
，且



1n
nv 收敛，则级数



1n
nu 收敛；

②如果 0lim 


l
v
u

n

n

n
或 


n

n

n v
ulim ，且



1n
nv 发散，则级数



1n
nu 发散。

考点 59.交错级数







1

1)1(
n

n
n u ，






1

)0()1(
n

nn
n uu

莱布尼兹审敛法

若交错级数





1

1)1(
n

n
n u ， )0( nu 满足条件：

① 1 ( 1, 2 )n nu u n   … ；

② 0lim 
 nn
u

则交错级数





1

1)1(
n

n
n u 收敛。

考点 60.绝对收敛和条件收敛

（1）绝对收敛：若
1

n
n
u




 收敛，则称

1
n

n
u




 绝对收敛。

（2）条件收敛：若
1

n
n
u




 收敛，而

1
n

n
u




 发散，则称

1
n

n
u




 条件收敛。

（3）定理 如果级数
1

n
n
u




 绝对收敛，则级数

1
n

n
u




 必定收敛。

考点 61.函数项级数

（1）函数项级数的概念：

设 1 2( ), ( ), ( )nu x u x u x…, 是定义区间 I 上的函数列，则称 1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )n n
n

u x u x u x u x




    … …= 为定义在区间 I 上的

函数项级数。

若 0x I ，常数项级数 0
1

( )n
n
u x




 收敛，则称 0x 为

1
( )n

n
u x




 的收敛点，反之为发散点，所有的收敛点的全称为收敛域，

发散点的全称为发散域。
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函数项级数在收敛域内有和，在收敛域上，函数项级数的和是 x的函数 ( )s x ，通常称 ( )s x 为函数项级数的和函数，这

函数的定义域就是级数的收敛域。

考点 62.幂级数的收敛半径、收敛区间与收敛域

（1）幂级数的概念

定义 形如  




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

或





0

0 )(
n

n
n xxa 的函数项级数称为幂级数， ( 0,1,2 )na n  … 称为幂级

数的系数。

（2）收敛半径和收敛域

如果幂级数


0n

n
n xa 不仅在 0x 一点处收敛，也不是在整个数轴上都收敛，则必有一完全确定的正数 R存在，且有

以下性质：

当 Rx  时，


0n

n
n xa 绝对收敛；

当 Rx  时，


0n

n
n xa 发散；

当 Rx  或 Rx  时，


0n

n
n xa 可能收敛也可能发散。

称正数 R为


0n

n
n xa 的收敛半径。

如果


0n

n
n xa 仅在 0x 点收敛，则记 0R

如果


0n

n
n xa 在整个数轴上都收敛，则记 R

（3）幂级数的收敛半径，收敛区间，收敛域

定理：若


0n

n
n xa 的系数满足 


n

n

n a
a 1lim ，其中 na ， 1na 是该幂级数相邻两项的系数，则收敛半径为

（1）当 0 时，

1

R ；

（2）当 0 时， R ；（在整个数轴上都收敛）
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（3）当  时， 0R （仅在 0x 处收敛）

设


0n

n
n xa 的收敛半径为 )0(  RR ，则收敛区间为 ),( RR ，再讨论 Rx  处的收敛性来确定



0n

n
n xa 的收敛

域为下列区间的哪一个：

       RRRRRRRR  ,,,,,,,

（4）和函数的性质

性质 1 幂级数
0

n
n

n
a x




 的和函数 ( )s x 在其收敛域 I 上连续。

性 质 2 幂 级 数
0

n
n

n
a x




 的 和 函 数 ( )s x 在 其 收 敛 域 I 上 可 积 ， 并 有 逐 项 积 分 公 式

0 0
0

( ) [ ]
x x n

n
n

s x dx a x dx




   1

0
0 0

( )
1

x n nn
n

n n

aa x dx x x I
n

 


 

 
 

性 质 3 幂 级 数
0

n
n

n
a x




 的 和 函 数 ( )s x 在 其 收 敛 区 间 ( , )R R 内 可 导 ， 且 有 逐 项 求 导 公 式

' ' '

0 0
( ) ( ) ( )n n

n n
n n

s x a x a x
 

 

   )(
1

1 Rxxna
n

n
n 







考点 63.函数的幂级数展开

（1）泰勒级数

设 ( )f x 在 0x x 处任意阶可导，

则级数 '
0 0 0( ) ( )( )f x f x x x   … ( )

0 0
1 ( )( )
!

n nf x x x
n

 … ( )
0 0

0

1= ( )( )
!

n n

n
f x x x

n





 ，

称 ( )f x 在 0x x 处的泰勒级数。

（2）麦克劳林级数

若当 0x  时，则级数 '(0) (0)f f x  … ( )1 (0) =
!

n nf x
n

… ( )
0

0

1 ( )
!

n n

n
f x x

n




 称 ( )f x 的麦克劳林级数。

（3）常见的麦克劳林级数

①
1 1 ( 1,1)

1
nx x x

x
      


… …,

② 21 1 ( 1) ( 1,1)
1

n nx x x x
x
        


… …,
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③ 1 ( , )
!

n
x xe x x

n
       … …,

④
3 2 1( 1)sin ( , )
3! (2 1)!

n nx xx x x
n


       


… …,

⑤
2 2( 1)cos 1 ( + )
2! (2 )!

n nx xx x
n


       … …， ，

⑥
2 1( 1)ln(1 ) + ( 1,1]
2

n nx xx x x
n


      … …，

⑦   )1,1(
!

)1)...(1(...
!2
)1(11 2 





 xx

n
naaaxaaaxx na

第六章 常微分方程

考点 64.一阶微分方程

微分方程类型及标准形式 通解求法

（1）解可分离变量的微分方程

)()( ygxf
dx
dy



分离变量得 dxxf
yg
dy )(
)(


两边积分得   dxxf
yg
dy )(
)(

（2）齐次微分方程 )(
x
y

dx
dy 

令
x
yu  ，代入原方程得 )(u

dx
duxu 

分离变量：
x
dx

uu
du


)(

两边积分，得   x
dx

uu
du
)(

积分后再用
x
y
代替u ，便得原方程的通解

（3）一阶线性齐次微分方程

  0 yxP
dx
dy

通解 
 dxxp

Cey
)(

（4）一阶线性非齐次微分方程

)()( xQyxp
dx
dy


通解 



  

 CdxexQey dxxPdxxP )()( )(

考点 65.二阶常系数齐次线性微分方程



黄金考点汇编 2025 年成考专升本-高等数学（一）

28 / 28

（1）二阶常系数齐次线性微分方程的标准形为： 0 qyypy

①写出对应的特征方程 02  qprr

②求出特征方程的特征根 21 , rr ，
2

42

2,1

qpp
r




③根据特征方程的两个根的不同情形，按下列表格写出微分方程的通解

特征方程 02  qprr 的两个 21 , rr 微分方程 0 qyypy 的通解

两个不相等的实根 21 , rr xrxr eCeCy 21
21 

两个相等的实根 21 rr  xrexCCy 1)( 21 

一对共轭复根  ir 2,1 )sincos( 21 xCxCey x  

（2）二阶常系数非齐次线性微分方程的特解

)(xf 特解形式

)()( xPexf m
x

x
m

k eQxy * ，其中 )(xQm 与 )(xPm 是同次多项式，k 按 不是特征方程的根，是特征方程的

单根或者是重根依次取 0、1或 2.

]sin)(
cos)([

)(

xxp
xxpe

xf

n

l
x






 ]sin)(cos)([ )2()1(* xxRxxRexy mm
xk   ，其中多项式，  lm ,nmax ，k 按  i 或

者  i 不是特征方程 )()( )2()1( xRxR mm ， 是m次的根或是特征方程的单根依次取 0、1
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